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Chapitre 1 

Calcul matriciel 


Dans tout ce qui suit, K designe Rou C. 


1.1 Definitions et proprietes 

Un tableau rectangulaire, de nombres ( £ K ), de la forme 


®11 ®12 • • • ®ln 

«21 CL22 • • • CL2n 


\ Onl ®m2 • • • ®mn y 


(1.1) 


est appele matrice. Les nombres a tJ sont appeles coclficients dc la matrice. 
Les lignes horizontales sont appclees rangees ou vecteurs rangees, et les lignes 
verticales sont appelees colonnes ou vecteurs colonnes de la matrice. Une 
matrice a m rangees et n colonnes est appclee matrice de type (m, n). On 
note la matrice ( 1.1) par (ap). 


Exemple 1.1.1. . 

1) La matrice nulle O = 


/o 0 ... o\ 

0 0 ... 0 


a tons ses coefficients nuls. 


\0 0 ... 0 / 

2) Une matrice (aq,...,a n ) ayant une seule rangee est appelee matrice 
uniligne. 


3 



4 


Chapitre thechapter : Calcul matriciel 


3) Une matrice 


colonne. 


fbA 

62 

Vn J 


ayant une seule colonne est appelee matrice uni- 


1) Une matrice ayant le meme nombrc de rangees et dc colonnes est ap- 
pelees matrice carree, et le nombre de rangees est appele son ordre. 

2) La matrice carree (a y ) telle que = 0 si i 7 ^ j et an = 1 \/i est 
appelee matrice unite, notee par /, ellc verifie AI = I A = A, VA matrice 
carree du meme ordre que /. 

3) Deux matrices (/Mj) et (bij) sont egalcs si et seulcmcnt si elles ont 
meme nombre de rangees et le meme nombrc de colonnes et lcs elements 
correspondants sont egaux; c’est a dire a ij = bjj Vi, j. 


1.2 Operations sur les matrices 


1.2.1 Addition 


La sommc de deux matrices de type (m, n) {aij) et {bij) est la matrice 
{cij) de type (m,n) ayant pour elements Cq = a tJ + b tJ pour i = 1 , ...,m et 
j = 1 , n. 


Exemple 1.2.1. : Si A = 

bJ 153 ) 

\ 3 2 2 J 


-4 6 3 \ 

I et B 

0 12 J 


5-10 
3 1 0 


alors A + 


L’addition des matrices satisfait lcs proprietes suivantes : 
Pour A, B et C des matrices de type (m, n) on a : 

1 ) A + B = B + A 
2 ){A + B) + C = A + {B + C) 

3) A + O = O + A = A 011 O est la matrice nulle 

4) A + (—A) = O 011 —A = {—aij). 
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1.2.2 Multiplication par un scalaire 


XA = 


Soit A = (a,ij) et A E K, on definit 
( Xdii \ci \2 ■ ■ ■ Xain \ 

A 0.21 A«22 • • • Xa,2n 


— (A a,ij). 


y A(2 m i A(2 m 2 • • • A &mn J 

Exemple 1.2.2. . 

Si A = (2 7 8 ), dors SA = (6 21 24) 


Cette multiplication verific : 

Pour A, B des matrices de type (m, n) 

1) A (A + B) = XA + XB 

2) (A 4“ fi)A = XA -|- fiA 

3) X(fiA) = (Xu) A 

4) 1A = A 


1.2.3 Multiplication des matrices 


Soit A = ( CLjj ) line matrice de type (m, n) et B = (6^) line matrice de 

type (r,p), alors le produit ALi? ( dans cet ordre ) n’est defini que si n = r, 

j=n 

et est la matrice C = (cu) de type (m,p) dont les elements cn = E O’ijbjl- 

3 = 1 


Exemple 1.2.3. 




A5 = 



/I 0 2\ 


et B = 5 3 1 , dors 

\ 6 4 2 / 

3 ( 1 ) + 2 ( 5 ) + (— 1 )( 6 ) 3 ( 0 ) + 2 ( 3 ) + (— 1 )( 4 ) 3 ( 2 ) + 2 ( 1 ) + (- 1 )( 2 ) 
0 ( 1 ) + 4 ( 5 ) + 6 ( 6 ) 0 ( 0 ) + 4 ( 3 ) + 6 ( 4 ) 0 ( 2 ) + 4 ( 1 ) + 6 ( 2 ) 

7 2 6 

56 36 16 


Le produit matriciel verifie les proprietes suivantes : 

1) A (AB) = (XA)B, A e K 

2) A(BC) = (AB)C 

3) (Ad B)C = AC + BC 
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4) C{A + B) = CA + CB 

Pour vu que les produits qui figment dans lcs expressions soient definis. 


Remarque 1.2.1. : 

1) La multiplication matricielle n'est pas en general commutative, c.a.d 
AB ± BA. 

2) La simplification nest pas vraie en general, c.a.d AB = O nentrame 
pas, necessairement A = O ou B = O . 

3) Une matrice carree A est inversible s 1,1 existe B telle que AB = BA = 

I. 


Exemple 1.2.4. . 


1) A = 


1 0 
0 0 


B = 


0 1 
1 0 


alors AB = 


0 1 
0 0 


et 


BA = 


0 0 


1 0 


2) A = 


1 1 
2 2 


jbO,B = 


-1 1 
1 -1 


^ O et pourtant 


AB = 


0 0 
0 0 


= O 


1) Une matrice du type 


(an 0 

0 <222 0 . . . 


0 \ 


\ 0 ... 0 

i j est appelee matrice diagonale. 

( CLn 


0 

'J j nn 


e’est a dire am = 0 pour 


2) Une matrice du type 

(an 0 ... 0 \ 


\ 


OU 


&22 


0 


V 


0 022 

^ 0 ... 0 a nn J 

est appelee matrice triangulaire. 


) 


La premiere verifie am = 0 pour i > j ct la scconde am = 0 pour i < j . 
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3) Au lieu de A A on ecrit tout simplement A 2 , de meme A 3 = A 2 A .... 

4) Si les lignes et les colonnes d’une matrice sont echangees, la matrice 
obtenue est appclec transposee de la matrice d’origine ; la transposee de A 
cst notee t A. 

5) Si A = (cLij), alors f A = (6^-) avec bij = on a t ( t A) = A. 


Exemple 1.2.5. . 


Si A = 


(1 4\ 

2 5 

3 6 J 


alors f A = 


1 2 3 
4 5 6 


1.3 Matrices element aires 


1.3.1 Operations elementaires sur une matrice 

Soit A une matrice, on appelle operation elementaire sur A Tune des 
transformations suivantes : 

1) Ajouter a une ligne ( resp a une colonne ) de A une autre ligne ( resp 
colonne ) multipliee par un scalairc. (Rj < — Rj + kRj) 

2) Multiplier une ligne ( resp une colonne ) de A par un scalaire non nul. 

{Ri < — kRi) 

3) Permuter les lignes ( resp les colonnes ) de A. (R, t < > Rj) 

Soit e une operation elementaire sur les lignes et e(A) designe les resultats 
obtenus apres l’application de boperation e sur une matrice A. 

Soit E la matrice obtenue apres V application de e sur la matrice unite I, 
e’est a dire E = e(7). E est alors appclee la matrice elementaire correspon- 
dant a boperation elementaire e. 

Exemple 1.3.1. . 

Considerons la matrice unite d'ordre 3. 

1) Permuter les lignes L-j et. L3. 

2) Remplacer ligne L 2 par — 6L2. 

3) Remplacer ligne L3 par —AL\ + L3. 



/ 1 ° °\ 


/ 1 0 o\ 


/ 1 ° °\ 

II 

0 0 1 

II 

K3 

0-6 0 

et E 3 = 

0 10 


0 

f— 1 

0 


0 

0 

f— 1 


1 

0 

f— 1 


sont les 
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matrices elementaires correspondant.es. 

Theoreme 1.3.1. . 

Sort e une operation elementaire sur les lignes et E la matrice elementaire 
correspondante d'ordre m, alors e(A) = EA pour t.oute matrice A de type 
(m, n). 

Lcs operations elementaires ont des operations inverses du meme type 

1) Permuter Ri et Rj est son proprc inverse. 

2) Remplacer R, t par kRi et remplacer R, t par ^Rj sont inverses 

3) Remplacer Rj par kRi+Rj et remplacer Rj par — kRi+Rj sont inverses. 
Supposons quc e’ est l’inverse d’une operation elementaire sur lcs lignes 

e, et soit E' et E les matrices correspondantes. Alors E est inversible et 
son inverse est E' . En particulier un produit de matrices elementaires est 
inversible. 

Theoreme 1.3.2. . 

Soit A une matrice carree, alors A est inversible si et seulement si A est 
un produit de matrices elementaires. 


1.3.2 Application pour determiner l’inverse d’une matrice carree 
Exemple 1.3.2. . 


Trouver Vinverse de la matrice A = 


( 1 

0 

to 

to 

1 

I— 1 

CO 


1 8 ) 


si elle existe. 


Pour ce faire nous ecrivons la matrice unite a la droite de A et nous ap- 
pliquons les memes operations a cette matrice que celles effectuees sur A. 


/ 1 0 2 

1 0 0 \ 

L 2 - 2 h 

/ 1 0 2 

1 0 0 \ 

2-13 

0 1 0 

Es — 4Lj 

0 -1 -1 

-2 1 0 

V 4 18 

0 0 1 ) 


\ 0 1 0 

-4 0 1 J 


L3+L2 



1 

0 

to 

1 

0 

° \ 


0 

-1 

-1 

1 

to 

1 

0 


0 

0 

-1 

-6 

1 

1 ) 


L1+2L3 
) 

Lo — L ^ 
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1 0 

0 

-11 

2 

2 N 

— L2 

( 

1 

0 

0 

-11 

2 

2 

\ 


0 -1 

0 

4 

0 

-1 

-L 3 


0 

1 

0 

-4 

0 

1 



0 0 

-1 

-6 

1 

i y 


\ 

0 

0 

1 

6 

-1 

-1 

J 



l 

-11 

2 

2 \ 











d’ou A~ x 

= 

-4 

0 

i 











V 6 - 1 - 1 / 


Ecrivons cette inverse sous forme de produit de matrices elementaires : 






/I 

0 

°\ 

(l 0 

°\ 

/ 

1 

0 

2 \ 

A 1 = BC avec 

B = 

0 

-1 

0 

0 1 

0 


0 

1 

0 





\0 

0 

1/ 

V 0 0 

-1/ 


0 

0 

1/ 


/1 

0 

°\ 

/I 

0 

°\ 

( 1 0 

°\ 


1 

0 

°\ 

C = 

0 

1 

-1 

0 

1 

0 

-2 1 

0 


0 

1 

0 


\0 

0 

0 / 

\0 

1 

1/ 

\ 0 0 

1/ 

V 

-4 

0 

1/ 
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Determinants 


2.1 Determinant d’ordre 2 


Le symbole 


an a 12 
«21 «22 


est appele determinant d’ordre 2 de la matrice A = 


( a il 

n N 
an 

| et est defini par detA = 

an 

<212 

y «2i 

«22 j 


<^21 

«22 


— ana22 — ai2a2i- 


Exemple 2.1.1. . 

Il 3| 


2 4 


= 4-6= -2, 


2 4 
1 3 


= 6-4 = 2, 


3 1 

4 2 


=6-4=2 


On constate alors quc : 

1) Si deux rangees ( on deux colonnes ) d’un determinant sont permutees 
la valeur d’un determinant est multipliee par —1. 


2) Si on pose A = 


1 3 


*A = 


1 2 


On constate que detA = 


,' 24 o v 34 , 

det f A , d’ou la valeur d’un determinant est conscrvee lorsque Ton echange les 
colonnes ct les lignes ( dans le meme ordre ). 


2.2 Determinant d’ordre 3 



( an 

^12 

ai3 

Soit A = 

&21 

«22 

d 23 


\ CL 31 

«32 

«33 / 


, on definit 


10 
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det A = 


an a\2 a 13 
«21 CL22 CL23 
«31 cl 32 <233 

an 


mineur do an 

Exemple 2.2.1. . 


Cl22 CL23 


an 013 


ai2 ai 3 


—CL21 


+&31 


Cl 32 C133 


«32 «33 


a22 CL23 


mineur de 021 mineur de 031 


det A = 


1 3 0 

2 6 4 

-10 2 


= 1 


6 4 
0 2 


- 2 


3 0 
0 2 


- 1 


3 0 
6 4 


= 12 - 12 - 12 = -12 


Le cofacteur de 1 ’element de det A de la i eme ligne et la k eme colonne est 
egal a ( — iy +k fois lc mineur de cet element ( c. a .d le determinant d’ordrc 
2 obtenu en supprimant la i eme ligne et la k eme colonne ). 


Remarque 2.2.1. : 


Le cofacteur de a^2 est, (— 1) 2+2 


a 11 

«31 


d 13 
«33 


Les signes ( — 1 )* +J forment, la table suivante — + — . 

+ - + 

On remarque que Lon peut ecrire ( 1 ) sous la forme : 

det A = aiiCii + a2iC2i + a3iC3i ou Cn est le cofacteur de an dans det A. 

3 ) Le determinant de A, detA, peut etre developpe suivant n’importe 
quelle ligne 011 colonne, c’est a dire, qu’il peut etre ecrit sous la forme d’une 
soinme de trois elements de n’importe quelle ligne ( ou colonne ), chacun 
multiplie par son cofacteur. 


Exemple 2.2.2. . 


detA = —a 21 


dl2 

(C32 


dl3 

(C33 


+ CI22 


an 
a 31 


dl3 

(133 


«23 


an 

«31 


«12 
a 32 


4 ) Si tous les elements d’une ligne ( ou d’une colonne ) d’un determinant 
sont multiplies par unc constante k , la valeur du nouveau determinant est k 
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fois la valeur du determinant initial. Cette propriety pent etre utilisee pour 
simplifier un determinant. 

Exemple 2.2.3. . 


1 3 0 


1 3 0 


1 3 0 


1 3(1) 0 

2 6 4 

= 

2(1) 2(3) 2(2) 

= 2 

1 3 2 

= 2 

1 3(1) 2 

-10 2 


-10 2 


-10 2 


-1 3(0) 2 



1 

1 

0 


1 

1 

0 

6 

1 

1 

2 

= 12 

1 

1 

1 


-1 

0 

2 


-1 

0 

1 


5) Si tons les elements d’une ligne ( oil colonne ) d’un determinant sont 
mils, la valeur du determinant est nulle. 

6) Si chaque element d’une ligne ( oil colonne ) d’un determinant est 
exprime sous la forme d’un binome, le determinant pcut etre ecrit coniine 
sonune de deux determinants. 

Exemple 2.2.4. . 


a\ + d\ bi ci 


ai b\ a 


d\ b\ ci 

a 2 + d 2 b 2 c 2 

= 

a 2 b 2 c 2 

+ 

d 2 b 2 c 2 

a 3 + d 3 b 3 c 3 


a 3 h c 3 


d 3 b 3 c 3 


7) Si deux ligncs ( ou colonncs ) d’un determinant sont proportionncllcs, 
la valeur du determinant est nulle. 


Exemple 2.2.5. . 


1 2 2 
1 2 3 
1 2 1 


= 0 


8) La valeur d’un determinant est conservee si Ton ajoute a une ligne ( ou 
a une colonne ) une combinaison des autres lignes ( ou colonnes ). 


Exemple 2.2.6. ; 


1 

1 

0 

C1+C3 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

= 

2 

1 

1 

-1 

0 

1 


0 

0 

1 



Chapitre 2 : Determinants 


13 


Ci+D 3 


signific que Ton a ajoute la colonne C3 a la colonne C\ 


Cette derniere propriety permct de simplifier enormement les calcnls, ellc 
permet de reduire le calcul d’un determinant d’ordre 3 ail calcul d’un seul 
determinant d’ordre 2. 


Exemple 2.2.7. . 


Calculer 


3 

6 

1 


-1 2 
-2 4 
7 3 


3 

-1 

2 

C1+C2-C3 

6 

-2 

4 

= 

1 

7 

3 



7 3 


= 5 


-1 2 

-2 4 


5(— 4 + 4 ) = 0 


Remarque 2.2.2. . 

La ligne ( ou colonne ) dans laquelle seront effectues les calculs ne doit 
pas etre multipliee par des scalaires. La multiplication par un scalaire A re- 
viendrait a multiplier le determinant par A. 


Exemple 2.2.8. ; 


1 

to 

2L1-L2 

0 

to 

to 

CO 


1 

CO 


— 2 , alors que 


1 

2 


2 

3 


-1 


2.3 Determinant d’ordre n 



an 

(+2 • - 

■ • <2ln 


Le symbolc 

«21 

<222 • 

■ • <22 n 

est appele determinant d’ordre n 


Q"n 1 

<2 n 2 • ■ 

• • <2 nn 



Pour n = 1 , ga signifie a\\. 

Pour n > 2 , ga signifie la somme des produits des elements de n’importe 
quelle ligne 011 colonne par leurs cofacteurs respectifs e’est a dire 
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an «12 • • • CL\n 

a21 022 • • • «-2n 

®nl ®n2 • • • “rm 


dilCii + CLftCft + • • • + CLinCin 
( i = 1,2..., ou n ) 


ou 


+ ci2kC2k + • • • + a n kC n k 


( k = 1, 2 . . . , ou n ) 

Le determinant d’ordre n est alors defini en fonction de n determinants 
d’ordrc (n — 1), chacun est a son tour, defini cn fonction de (n — 1) determi- 
nants d’ordre (n — 2) et ainsi de suite, finalement on aboutit aux determinants 
d’ordre 2. 


Remarque 2.3.1. . 

Les proprietes 1) jusqu’a 8) restent valables pour un determinant d 'or d/re 
n. 

Pour calculer la valeur d’un determinant, on developpera suivant la ligne 
ou colonne ou il y a le plus de zeros. 


Exemple 2.3.1. . 


1 

1 

1 

-3 


0 

1 

1 

-3 

1 

1 

-3 

1 

C 'l+ C '2+ C '3+ C '4 

0 

1 

-3 

1 

1 

-3 

1 

1 


0 

-3 

1 

1 

3 

1 

1 

1 


0 

1 

1 

1 


sin 2 a 

sin 2 f3 

sin 2 7 

Ll+L 2 

1 

1 

1 

cos 2 a 

cos 2 /3 

cos 2 7 

= 

cos 2 a 

cos 2 /? 

cos 2 7 

1 

1 

1 


1 

1 

1 


Remarque 2.3.2. . 

1 ) det(A + B) ^ detA + detB en general. 

2) det(AB) = (detA) (detB) 

3) det(A~ l ) = (detA)^ 1 ou A~ l designe Vinverse de A. 
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2.4 Applications 

2.4.1 Calcul de l’inverse d’une matrice carree d’ordre n 

On rappcllc qu’une matrice carree d’ordre n A est inversible s’il cxiste B 
d’ordre n telle qne AB = BA = I ou I est la matrice unite d’ordre n, c’est 
a dire la matrice diagonale dont lcs elements diagonaux sont toils egaux a 1. 
Critere : A est inversible si detA ^ 0. 

Une fois assure que A est inversible, on calcule son inverse a l’aide de la 
formule suivante : A~ 1 = j^j(adjA) ou ( adjA ) designe 1 ’adjoint classique 


de A c’est a dire la matrice t [Cij] ou Cij designe la matrice des cofacteurs de 
4. 

Exemple 2.4.1. . 

/ 2 3-4 


A = 


0 -4 

Vi -1 



2 

3 

-4 

L 1~ 2L 3 

detA = 

0 

-4 

2 

= 


1 

-1 

5 



0 5 

0 -4 

1 -1 


-14 

2 

5 



5 -14 


1 

to 


= -46 ^ 0, 


done A est inversible. 

Determinons les 9 cofacteurs de A 


Cu = 


C 13 = 


C 22 — 


C 31 = 


C 33 — 


A - 1 - _J_ 
A 46 


— —18, C 12 — — 


— 4, C 21 — — 


— 14, C 23 — — 


-4 2 
-1 5 

0 -4 

1 -1 
2 -4 

1 5 
3 -4 

-4 2 

2 3 
0 -4 

( -18 -11 
2 14 

4 5 


— — 10 , C32 — — 


-!°\ 

-4 

" 8 / 


0 2 
1 5 
3 -4 
-1 5 
2 3 
1 -1 
2 


= 2 


= -11 


= 5 


0 


-4 

2 


= -4 
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2.4.2 Resolution de systemes lineaires ( Methode de Cramer ) 


Un systeme d’equations, AX = 6, ou A est line matrice carree d’ordre n, 
pent etre resolu a l’aide des determinants, lorsque detA ^ 0. 



/ \ 


( h \ 

Si on pose X = 


et b = 



\ x n / 


V bn ) 


alors xi = ^j[C u bi + C 2 i b 2 + 


. . . + C n ib n ] = -j^jdetBi ou B t est la matrice obtenue en remplagant la i eme 
colonnc de A par b. 


Exemple 2.4.2. . 

Utiliser la methode de Cramer pour resoudre le systeme : 


X\ 

~X\ 


detA = 


X\ = 


+ 2x 2 

X 2 

1 0 
-1 2 
0 1 

2 0 3 

3 2 2 
5 1 4 


+ 

3x 3 

= 

: 2 

2 + 

2x 3 

= 

: 3 

2 + 

4 x 3 

= 

: 5 

3 


^2+^1 


1 0 

2 


= 


0 2 

4 




0 1 



2 

0 

3 

= 

l 

3 

-7 

0 

-6 



5 

1 

4 


A = 


1 ° 3\ 
-12 2 
V 0 1 4 j 


= 3 



1 2 3 


1 2 3 

X 2 = | 

-13 2 

l 

3 

0 5 5 


0 5 4 


0 5 4 


1 0 2 


1 0 2 

X 3 = 5 

-12 3 

1 

3 

0 2 5 


0 1 5 


0 1 5 


= 5h(-12 


^5 
3 ' 


21)] = -3. 


5 

3 ' 


Remarque 2.4.1. . 

La methode de Gauss pour les systemes et cede des matrices elementaires 
pour le calcul de l 'inverse demeurent les plus efficaces. 



Chapitre 3 

Espaces Vectoriels 


Dans ce chapitre, K designera R, oil C. 

3.1 Espaces vectoriels 

Definition 3.1.1. ; On appelle espace vectoriel sur K ( ou K-espace vectoriel 
) un ensemble non videE muni d'une loi notee + et d'une autre loi notee 
note ( E, +, . ), telles que : 

1 ) Pour tout x,y £ E ; x y £ E. 

2) Pour tout x,y E E. x + y = y + x. 

3) Pour tout x G E, x + Oe = x. 

4 ) Pour tout x G E ; —x G E. 

5) Pour tout x,y, z € E, (x + y) + z = x + (y + z). 

6) Pour tout A GG K. x G E ; Xx £ E. 

7) A .(fi.x) = (A fPj.x VA, y £ K 0 \/x £ E. 

8) (A + n).x = X.x + fi.x VA, y £ K et \/x £ E. 

9) X.(x + y) = X.x + X.y VA £ K et Vx, y £ E. 

10) 1.x = x \/x £ E. 

Les elements de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs. 

Exemple 3.1.1. . 

1) K est un espace vectoriel sur lui meme. 

2 ) C est un espace vectoriel sur R. 

3) R n'est pas un espace vectoriel sur C. 

4) R[X] est un espace vectoriel sur R muni des lois : 
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(no + ... -\-a n X n ) + (pQ + b\X + ... + b n X n ) = (ao + ^o) _ l _ ( 0! 'i _ l _ ^i)^ + 
(<z n + b r f)X n et A(ao “I - cl\X + ... -1- a n X n ) = Xq,q -|- A ci\X + ... + Aa n X n . 
5) Soil E un espace vectoriel sur K, A un ensemble quelconque non vide, 
et 

S = { applications f : A -a E}. On pent, definir sur S une structure d'espace 
vectoriel sur K par les lois : 

Si f,g eS et A E K, alors 

f + g-.A^E A f:A->E 

a i— > f{a) + g(a) a i— > A f{a) 

6) Soient E\ et E 2 deux espaces vectoriels sur K. On deftnit une structure 
d'espace vectoriel sur E\ x E 2 par : 

(xi, ?/i) + (> 2 , 2 / 2 ) = (xi +x 2} yi + 2 / 2 ) et\(xi,yi) = (Xxi,Xyi) avec A G K. 
D'une maniere analogue, E\ x ... x E n est un espace vectoriel sur K si 
E\, .... E n le sont. 

Proposition 3.1.1. : Pour tout A G K et pour tout x G E, on a : 

1 ) A.O = 0 et 0.x = 0. 

2) Xx = 0 => A = 0 ou x = 0. 

3) (— X)x = X(—x) = —Ax. 

Preuve : 1) A(0 + 0) = AO + AO = AO =+ AO = 0 et (0 + 0)x = Ox + Ox = 
Ox =4> Ox = 0. 

2 ) Ax = 0, si A 7 ^ 0 alors A _1 Ax = 0 => x = 0. 

3) (A + (— A))x = Ax + (— A)x = 0 => (—Ax) = —(Ax). 

Dans la suite (— A)x sera note —Ax et x + (— y ) sera note x — y. 

3.2 Sous-Espaces vectoriels 

Definition 3.2.1. ; So it E un espace vectoriel et F une partie non vide de 
E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois 
de E a F fait de F un espace vectoriel. 

Proposition 3.2.1. ; Soil E un espace vectoriel et F C E. Alors F est un 
sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 
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1) 

2) a) x,y G F => x + y G F. 
b) X G F, A g K => \x G F. 

Preuve : =>) trivial. 

<=) A = — 1 et |/ G F => —y G F d’apres b) ; x G F x — i/GF d’apres 
a) ; d’oii F est un sous-groupc de E. 

Les autres axiomes sont verifies pour tons les elements dc E et done a 
fortiori pour les elements de F. 

Proposition 3.2.2. equivalente : F est un sous-espace vectoriel de E si et 
seulement si : 

1) F^ 0 . 

2) x,y G F : y, A G K => Xx + yy G F. 

Preuve : Exercice. 

Exemple 3.2.1. . 

1 ) Droite vectorielle : 

Soit E un espace vectoriel et soit v G E ; v ^ 0, alors F = {y G E/3 A G 
K. y = An} un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendree 
par v. 



2) Soient X\, X2 G E et F = {y G E/3 Ai, A 2 G K\y = Ai^i + A 2 .T 2 }, F 
est un sous-espace vectoriel de E dit plan vectoriel engendre par X\ et X2- 
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3) M n [X] = { polyndmes P G WL[X]; degP < n} est un sous-espace vec- 
t oriel de M[X], 

4 ) Soit F = {(x, y , z) G M 3 /2x + y + 3z = 0} est un sous-espace vectoriel 
de M 3 . 

Proposition 3.2.3. : Soient F et G deus sous-espaces vectoriels de E. 

1) F(1 G est un sous-espace vectoriel de E. 

2) FU G n'est pas en general un sous-espace vectoriel de E. 

3) Le complement (E— F) d'un sous-espace vectoriel F nest pas un sous- 
espace vectoriel de E. 

Preuve : 1) F 0 G 7 ^ 0 car 0 G F 0 G. 

x,y G F fl G et A,/i G K =G> (x, y G F, X, fi G K) et ( x,y G G, 
A, /i G K) =t > Ax fiy G F fl G. 

2) On prend F (£_ G et G (£_ F, il existc done xGF;j^Geti/GG; 
y ^ F ; on a done 1 , 1 /GFUG. 

Si F U G est un sous-espace vectoriel alors x + y G F U G ; c.a.d x + ?/ G F 
ou x + y G G. 

Si x + ?/ G F, alors (x + y) — x G F => y (E F ; contradiction. 

Si x + y G G, alors (x|0-i/GG^xGG; contradiction. 

3) Le complement (E — F) ne contient pas 0, done n’est pas un sous-espace 
vectoriel. 

3.3 Famille Generatrice 

Definition 3.3.1. : Une famille de vecteurs {v\, ...v p } d'un espace vectoriel 
E est dite generatrice si : Vx G E, 3Ai, ..., X p e K tel que x = \iVi-\-...-\-\ p v p , 
on dit, que tout x G E est combinaison lineaire des vecteurs V{. 

Remarque 3.3.1. ; Une telle famille ( finie ) nexiste pas toujours. Consi- 
derons M[X] et {Pi, ..., P p } une famille finie de polyndmes, elle ne peut, pas 
etre generatrice, car par combinaisons lineaires, on n obtiendra que des po- 
lyndmes de degre<Sup(deg P r J. 

Par contre pour M n [X], la famille {1,X, ...,X n } est une famille genera- 
trice. 
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Exemple 3.3.1. . 

1) Dans M 2 , {(1,0); (0, 1)} est une famille generatrice. 

2) Dans M 2 , {(1,0); (0, 1); (1,2)} est une famille generatrice. 

3) Dans M 2 , {(1, 1); (1, —1)} est une famille generatrice. 

4) Dans {(1,0, ...,0); ...; (0, ...,0, 1)} est une famille generatrice. 

Definition 3.3.2. . Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s ’ il existe 
une famille generatrice finie, dans le cas contraire, on dit qu ’ il est de dimen- 
sion infinie. 

Exemple 3.3.2. . 

1 ) W 1 et M n [X] sont de dimension finie. 

2) M[X] est de dimension infinie. 

3) L ’ ensemble des combinaisons lineaires des vecteurs V \, ..., v v note {v \, ..., v p } 
ou (v\, est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. 

3.4 Dependance et Independance Lineaires - Bases 

Definition 3.4.1. : Soil v\, ...,v p une famille finie d'elements de E. On dit 
qu ’elle est libre si : Ai^i + ... + X p v p = 0 => Ai = ... = X p = 0. 

On dit aussi que les vecteurs v\, ...,v p sont lineairement independants. 

Une famille qui n'est pas libre, est dite liee ( on dit aussi que ses vecteurs 
sont lies ou lineairement dependants ). 

Exemple 3.4.1. . 

1 ) Dans R 3 , les vecteurs V\ = (1, 2, 1) ; V2 = (—1, 3, 1) et v% = ( — 1, 13, 5) 
sont lies car 2v\ + 3v2 — V3 = 0. 

2) Dans M 3 , les vecteurs v\ = (1, 1, — 1) ; 1)2 = (0,2,1) et V3 = (0,0,5) 
sont lineairement independants. 

Proposition 3.4.1. : Une famille {-ui, ..., v p } est liee si et seulement si Uun 
au moins des vecteurs s 'ecrit comme combinaison lineaire des autres vec- 
teurs de la famille. 

Preuve : =>) 3Ai, ..., X p non tous nuls tels quo Ai^i + ... + X p v p = 0, si 
Xi 7^ 0, alors 

Vi = + ... H J~ v i - 1 H X~ v i+ !■■■ + ~j~ v p 
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<=) 3 Vi tel que V{ = a\V\ + ... + + a i+ i^ + i + ... + a p v p 

c.a.d a\V\ + ... + - v. t + cq+i^+i + ... + a p v p = 0. 

Proposition 3.4.2. : Soit {v\, ...,v p } une famille libre et x un vecteur quel- 
conque de Tespace engendre par les ( c.a.d x est combinaison lineaire des 
Vi ), alors la decomposition de x sur les V{ est unique. 

Preuve : x = a\V\ + ... + a p v p = Ai^i + ... + X p v p =E> (aq — Ai)tq + ... + 
X p ^v p — 0 =/■ A i — ol{ \/i — 1, . .., p. 

Definition 3.4.2. : On appelle base une famille a la fois libre et generatrice. 

Proposition 3.4.3. ; Soit {v \, . .., v n } une base de E. Tout x E E se decom- 
pose d'une fagon unique sur les V{, c.a.d \/x E E 3!(Ai, ..., A n ) E K* 1 tel que 

n 

x = y^XjVj. 

i=i 

Preuve : Proposition precedente. 

Proposition 3.4.4. ; Soit B = {vi,...,v n } une base de E. II existe alors 
une bijection : 

<Pb : E — » K 11 

n 

X = XjVj I — > {xi, ...,x n ) 
i= 1 

Les scalaires Xi sont dits coinposantes de x dans la base B = {ni, ...,v n }. 

Exemple 3.4.2. : 

k^ rne ra ng 

T 

1) Base canonique de K n , [e & = ((),..., 1 , 0...0)/A; = 1, ..., n}. 

2) Base canonique de M. n [X ] , {1, X , ..., X n }. 

3) Soit F = {(x,y, z) E M 3 /2.t + y + 3z = 0}. F est un sous-espace 
vectoriel de M 3 . 

On a v = (x,y, z) E F y = — 2x — 3z done v E F <^> v = (x, —2x — 
3z, z) = x(l, —2, 0) + z(0, —3, 1), done (1, —2, 0) et (0, —3, 1) engendrent. F. 
On verifie qu ’ Us forment, une fa7nille libre, done c ’ est une base de F. 

Proposition 3.4.5. : 1 ) {x} est une famille libre x ^ 0. 

2) Toute famille contenant une famille generatrice est une famille gene- 
ratrice. 



Chapitre 3 : Espaces Vectoriels 


23 


3) Toute sous-famille d'une famille libre est libre. 

4 ) Toute famille contenant une famille liee est liee. 

5) Toute famille {xi, ... , x n } dont Tun des vecteur V{ est nul, est liee. 

Preuve : 1) =>) Si x = 0 alors Ax = 0 pour tout A d’ou {x} est liee. 

-4=) Ax = 0 => A = 0 car x^O. 

2) Soit {v\ , ...,x p } une famille generatrice et {xi, ..., v p , w \, ..., w q } une 

i—p i—p 

sur-famille. Alors Vx G E, x = A jVi = A^x* + Oixi + ... + 0w q . 

i= 1 i = 1 

3) Soit JT = {xi,...,x p } une famille libre ct T' une sous-famille de T , 
quitte a changer la numerotation T' = {xi, ..., x&} avec k < p. 

Si T' est liee, l’un des x* scrait combinaison lineaire des autres. 

4) Soit 4F = {xi, ..., v p } et Q = {xi, ..., v p , Wi, w q }, Tun des vecteurs x* 
est combinaison lineaires des autres vecteurs de T , d’ou de Q , d’ou Q est liee. 

5) {0} etant liee, toute sur-famille est liee. 


3.5 Existence de Bases ( en dimension finie ) 

Theoreme 3.5.1. : Dans un espace vectoriel E ^ {0} de dimension finie, 
il existe toujours des bases. 

Preuve : Soit Q = {xi, ...,x p } une famille generatrice. Pour tout x G E, 
il existe ol\,...,ol p G K tels que x = aqxi + ... + a p v p . 

a) Si tous les x ? ; etaient nuls E = {0} ce qui est exclu. Quitte a changer 
de numerotation on peut supposer xi fi=- 0. 

b) Li = {xi} est une famille libre, si elle etait generatrice, stop. 

c) Supposons Li non generatrice. Montrons qu’il existe x* G {x 2 ,...,x p } 
tel que {xi,x*} soit libre. 

Supposons le contraire ; c.a.d xi est lie a chacun des Xj, i = 2, ...,p, d’ou 
3A 2 , ..., \ p ; x 2 = A 2 xi, x 3 = A 3 xi,..., v p = X p vi, alors 
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i=p 

x = 'y^^ajVi 
i= 1 

i=p 

= aivi + ^2 ai ^ iV 1 

i=2 

i=p 

= (cq + ^2 a i^i) v 1 
i= 2 

ce qui entraine {iq} generatrice de E, faux. 

La famille L 2 = {iq,u*} est done libre, en changeant event uellement de 
notation, on peut supposer u* = rq. 

d) Si L 2 = {upiq} est generatrice, stop. 

Supposons le contraire. En repetant le merne raisonnement que precedem- 
ment, on voit qu’il existc u* G {^ 3 , ...,v p } tel que la famille L 3 = {vi,V 2 ,v*} 
est libre. On construit ainsi une suite : 

Li £ L 2 £ L 3 £ ... C Q 

de famille libres et le processus peut etre continue tant que L& n’est pas 
generatrice. Mais Q est une famille finie et par consequent le processus doit 
s’arreter, event uellement pour L/ >; = Q . II cxiste done une famille L/, : libre et 
generatrice. 

Cette demonstration nous permet d’obtenir une autre version du theoreme 
precedent. 

Theoreme 3.5.2. : Sait E ^ {0} un espace vectoriel de dimension fi,nie, 
alors : 

1) De toute famille generatrice on peut extraire une base. 

2) ( Theoreme de la base incomplete ). Toute famille libre peut etre com- 
pletee de maniere a former une base. 

3.6 Les Theoremes Fondamentaux sur la Dimension 

Theoreme 3.6.1. : Dans un espace vectoriel engendre par n elements, toute 
famille de plus de n elements est liee. 

Preiive : Soit T = {iq, ..., v n } une famille generatrice et T' = {wq, ..., w m } 
une famille de vecteurs ( m > n ). Montrons que T' est liee. 
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1) Si run des w- L = 0, T' est liee. Stop. 

2) Supposons tous les W{ non nuls, w\ = a\V\ + ... + a n v n , W\ 0 => 
3cq 7^ 0, quitte a changer la numerotation, supposons aq fi=- 0 d’ou v\ = 

+ - + !>)■ 

Pour x G E, x = AiVi + ... + A n u n , en remplagant v\ par son expression, on 
constate que x est combinaison lineairc de w\, v 2 ,...,v n , d’ou {uq, v 2 , •••, v n } 
est generatrice. 

Considerons w 2 , w 2 = f3\Wi + (3 2 v 2 + ... + / 3 n v n . Si /3 2 = /? 3 = ... = /3 n = 0, 
alors w 2 = D’ou T' liee. Stop. 

Supposons que l’un des (3i ^ 0, pour fixer les idees disons f3 2 , on aura 
V 2 = j - W 2 - j - 2 (( 3 iWi + P3V3 + ••• + PnVn )- 

En raisonnant cornme ci-dessus, on voit que {wi, w 2 , V3 , ..., v n } est gene- 
ratrice. 

Ainsi de proche en proche, on arrive a remplacer V\,....v n par wi,...,w n et 
{iPi, w 2 , w n } serait generatrice. En particulier, w; n+ i serait combinaison 
lineaire de w\,...,w n et done T' serait liee. 

Theoreme 3.6.2. : Dans un espace vectoriel E sur K de dimension finie, 
toutes les bases ont meme nombre d' elements, ce nombre entier est appele 
dimension de E sur K et est note diuixE. 

Preuve : Soient B et B' deux bases. Si B' avait plus d ’elements que B 
elle ne serait pas fibre car B est generatrice. 

Corollaire 3.6.1. ; Dans un espace vectoriel de dimension finie n, toute 
famille de plus de n elements est liee, et une famille de moins de n elements 
ne peut etre generatrice. 

Preuve : Pour le 2 eme point, si la famille etait generatrice, on pourrait 
en extraire d’apres un theoreme du paragraphe 5, une base qui aurait moins 
de n elements. 

Exemple 3.6.1. . 

1 ) Si E = {0}, on pose dirriKE = 0, et E = {0} <=> dirriKE = 0. 

2) dirriKK 11 = n. 
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5) La dimension dun espace vectoriel depend non seulement, de E mais 
aussi de K, dim ^ C = 2 et dimcC = 1. 

Proposition 3.6.1. : Soient E\,..., E p des espaces vectoriels de dimension 
finie sur le meme corps K, alors dimjciEiX ...xE p ) = dimKEi-\-...+dirriKE p 

Preuve : Soient {aq, a ni }, {&i, b n2 },..., { Z i, . . . , l rip } des bases de 
Ei,..., E p 
respectivcmcnt. 

La famille {(n*, 0, 0)j = i . )ni , (0, 0, 0) 

z=l,...,n 2 ) •■■■> 

(0, 0, 0, ^)*=i v ..,n p } est line base de Ei x ... x Ep. 

Exemple 3.6.2. . 

dim-^C n = 2 n et dimcC n = n. 

Theoreme 3.6.3. . Soil E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors 

1 ) Toute famille generatrice de n elements est une base. 

2) Toute famille libre de n elements est une base. 

Preuve : 1) De cette famille, on peut extraire une base, elle doit avoir n 
elements, done c’est elle meme. 

2) Cette famille peut etre completee pour former une base qui doit avoir 
n elements, done e’est elle meme. 

Theoreme 3.6.4. ; Soil E un espace vectoriel de dimension finie et F un 
sous-espace vectoriel de E. Alors 

1 ) dirriKF < dirriKE. 

2) dirriKF = dirriKE -<=> E = F. 

Preuve : On pose dim^E = n. 

1) a) Si dim^F = 0 on a dim^F < n. 

b) Si dirriKF fi=- 0, alors F {0} et done F admet une base, B , qui est 
une partie libre de F done de E =^> cardinal/? < n d’apres Corollairc 3.6.1. 

2) <=) Trivial. 

=>) II existc une base B de F ayant n elements, elle est done libre dans 
F et par suite dans E, elle est done base de E ; theoreme 2.6.3, done famille 
generatrice de E, done E = F. 
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3.7 Somme, Somme directe, Sous-Espaces Supplemen- 
taires 


Definition 3 . 7 . 1 . : Soient E\, E2 deux sous-espaces vectoriels d'un espace 
vectoriel E. On appelle somme de E\ et E2 le sous- espace de E defini par : 
Ei + E 2 = {x G E/ 3 x 1 G Ei, X2 G E 2 ] x = x\ + x 2 }. 


Ei + E2 est un sous-espace vectoriel de E, en effct 
Ei, E2 C Ei + E2 done Ei + E2 7^ 0 . 

a,P G K et x, y G E x + E 2 = 2 > 3 x\ G E x , x 2 G E 2 et 1/1 G Ei,j/ 2 G E 2 ; 


xi + x 2 et y = 2/1 + 2/2 d’ou ax+( 3 y = o^i + /ib/i + a.T 2 + (dy 2j G E x 

eEi ge 2 


- E-; 


Proposition 3 . 7 . 1 . : Soient E\ et E2 deux sous-espaces vectoriels de E et 
Q = E1 + E2. La decomposition de tout element de Q en somme d'un element 
de E\ et d'un element de E2 est unique si et seulement si Ei fl E2 = {0}. 
On ecrit alors Q = Ei @ E2, et on dit que Q est somme directe de E\ et E2. 


Preuve : =G>) Soit x £ Ei (IE12 x = x + 0 = 0 + x d’ou la non unicite. 
<=) Supposons x = Xi + 12 = l/i + 1/2 =7 ^1 _ 2/1 = 1/2 ~ ^2 G Ei fl E2 
xi = yi et x 2 = 2/2- 


Definition 3 . 7 . 2 . ; Soit E un espace vectoriel et Ei, E2 deux sous-espaces 
vectoriels de E. On dit que Ei et E2 sont supplementaires ( ou que E2 est un 
supplemental re de Ei ) si E = Ei (J) E2, c.d.d E = E1 + E2 et E1OE2 = { 0 }. 

Proposition 3 . 7 . 2 . ; Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors 
E = Ei @ E2 si et seulement si pour toute base Bi de Ei et toute base B2 
de E2, Bi U B2 est une base de E. 

Preuve : =>) Soit B\ = {vi B2 = {vp+i , ..., v q } des bases de Ei 
et E2, respectivement. Alors tout x G E s’ecrit de maniere unique sous la 
forme x = a\V 1 + ... + a p v p + \iv p +i + ... + \ q - p v q => Bi U B2 est une base 

de E. 

<=) 

p q-p 

x = ^ ^ OL{V{ + 'y ^ AjVp+j G Ei + E2 
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la decomposition etant unique suivant les bases de Ei et E 2 =>• EiflE 2 = {0}. 

Corollaire 3.7.1. ; Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vecto- 
riel Ei, it existe toujours un supplementaire ; le supplementaire de E\ nest, 
pas unique, mais si E est, de dimension finie, tous les supplementaires de E\ 
ont meme dimension. 

Preuve : On expose la demonstration en dimension finie. 

Soit {v\, v p } unc base de Ei et soit n = dirrij^ E, d’apres le theoreme de 
la base incomplete, il existe w p+ 1 , w n tels que {v\, ..., v p , w p+ 1 , w n } soit 
unc base de E. En posant E 2 = {w p+ 1 , w n }, le sous-espace de E engendre 
par {w p+ i, w n }, on obtient un supplementaire de Ei dans E. Puisque le 
choix des W{ n’est pas unique, le supplementaire de Ei n’est pas unique ; 
cependant tous les supplementaires de Ei ont line dimension egale a n — p, 
p etant la dimension de Ei. 

Theoreme 3.7.1. ; Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors 
E^E^E, si et seulement si : 

1) E 1 nE 2 = {0}. 

2) dirriKE = dinriKEi + dirriKE 2 . 

Preuve : =>) D’apres la proposition 2.7.2. 

<=) Soit {v\ ,...,v p } line base de Ei et {w p+ i , ..., w n } line base de E 2 , n 
etant la dimension de E. Montrons que bunion des bases est fibre : 

A 1 U 1 + ... + A p v p + cx p +iw p +i + ... + a n w n = 0 =^> AiUi + ... + X p v p = 

GEi 

-(a p+ iw p+1 + ... + a n w n ) => A 1 V 1 + ... + A p v p = 0 et a p+1 w p+1 + ...+a n w n = 

^ V ^ 

GE2 

0 => a p+ j = A i = 0 Vi = 1, ...,p et Vj = 1, n — p, d’apres la proposition 
precedente E = Ei 0 E 2 . 

Exemple 3.7.1. . 

1) Dans M 2 , E\ = {n} et E 2 = { w} ou v et w sont deux vecteurs inde- 
pendants. 
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2) Dans M 3 , soit n un plan vectoriel et v 0 II. On a M 3 = II 0 {u} car 
si {ei,e 2 } est, une base de II, alors {ei,e 2 ,v} est une base de M 3 . 



3) E = M n [X] ; Ei = R, E 2 = {XP{X)/P e R n _i[X]}, E x n E 2 = {0} 
et E = E x + E 2 d'ou E = E 2 . 

Proposition 3.7.3. : E un espace vectoriel de dimension finie et E\ 

, E 2 deux sous-espaces vectoriels de E. On a dim(Ei + E 2 ) = dimEi + 
climE 2 — dim{Ei fl E 2 ). En particulier 
dim{Ei 0 E 2 ) = dimE\ + dimE 2 . 

Preuve : Posons dirriEi = p, dimEi 2 = q et dim(Ei\ fl E2) = r (r < p, q). 

Considerons {oq, ...,a r } line base de Ei flE2 qu’on complete pour obtenir 
{ai, a r , 6 r+ i, une base de Ei, 

{rii, a r , e r+ i, e g } une base de E2. 

Tout vecteur de Ei + E2 s’ecrit en fonction des cq, bj et e^, 1 < i < r, 
r + 1 < j <petr+l<fc<(?, qui torment alors une famille generatrice de 
Ei + E2. Elle est aussi libre car : 


(aqai + ... + a r a r ) + {(3 r+ \b r+ i + ... + (3 p b p ) + ( 7 r +ie r+ i + ... + 7 q e q ) — 0 


=ajeE 1 nE 2 


=»e Ej 


=2<GE 2 
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On a x + y + z = 0^> = ~ ( x + V) ^ £ Ei ft E 2 => z s’ex- 

eE 2 N eE! 

prime en fonction des a* d’ou j r+ ie r+ i + ... + 7 q e q = 5\a\ + ... + 6 r a r mais 
{ai, ..., a r , e r+ i, ..., e q } cst une base de E 2 d’ou J r +i = ... = 7 g = 0 = 
#1 = ... = 5 r et on a alors z = 0 =7 x = —y, on en deduit aussi que 
(3r+i = ••• = (3 P = 0 = Oi\ = ... = a r , d’ou la famille est libre, d’ou base de 
Ei + E2. 


On en deduit 
dim( Ei + E2) 


r + (p — r) + {q — r) 
p + q — r 

dirriEi + dimE2 — dim ( Ei O E2). 



Chapitre 4 


Les Applications Lineaires 

4.1 Applications Lineaires 

Definition 4.1.1. . Soient E et E ' deux espaces vectoriels surK et f une 
application de E dans E\ On dit que f est lineaire, si : 

1) f(u + v) = f(u ) + f(v) Vu, v e E. 

2) /( \ v ) = A f{y) Vv eE,y A e K. 

L’ensemble des applications lineaires de E dans E’ est note £(E,E / ). 

Remarque 4.1.1. : /( 0) = 0 car (homomorphisme de groupes). 

Definition 4.1.2. : Une application lineaire de E dans E est appelee endo- 
morphisme. 

Exemple 4.1.1. . 

1) © : E -> Ef est lineaire dite application nulle. 

V 0 

2 ) ids : E — > E est lineaire dite application identique de E. 

v i— > v 

3 ) ue • E — > E est lineaire dite homothetie de rapport a. 
a E K v i— > av 

4) D : M[X] — > M[X] est lineaire dite derivation. 

P i-> DP = P’ 

5) Soit E= Ei0E 2 . 

P ri : E E\ est lineaire dite projection 

x = X\ + X 2 i— > x\ sur E\ parallelement a E?. 


31 



32 


ChapitreChapitre 4 : Les Applications Lineaires 


6 ) Soit vo 7 ^ 0 un vecteur de E 

t : E — > E application non lineaire car r( 0) = no i=- 0, 

v p-> v + Vo dite translation. 

4.2 Image et Noyau 

Proposition 4.2.1. ; Soit f G C(E, E') et F un sous-espace vectorial de E. 
Alors f(F) est un sous-espace vectoriel de E . 

En particulier f(E) est un sous-espace vectoriel de E' appele image de f et 
note Imf . Sa dimension est appelee rang de f . 

Preuve : On sait que /(F) est un sous-groupe de E’, il suffit done de 
verifier la stabilite pour l’operation externe. 

Soit A e K et f(v) e /(F), A f(v) = /(Aw) e /(F). 

Proposition 4.2.2. : Soit f G C(E.U), Kerf = {x G E/ f(x) = 0} est un 
sous-espace vectoriel de E, appele noyau de f . 

Preuve : II suffit de verifier la stabilite pour l’operation externe. 

Soit A G K et x G Kerf , /( Xx) = A f(x) = AO = 0 =>■ Xx G Kerf. 

Proposition 4.2.3. : / est injective Kerf = {0}. 

Exemple 4.2.1. . 

1 ) Soit E = E\ 0 E- 2 . ImP Tl = E\, KerP r2 = E -2 

2) D : R[X] -> R[X] 

P DP = P’ 

KerD = M. ImD = M[X], 

3) / : M 3 — > M 2 

(x,y,z) p^ ( 2 x + y,y-z) 

Kerf = {{x,y, z)/y = —2x et z = y} = {{x, —2x, —2 x)/x G M} droite vec- 
torielle engendree par (1, —2, —2). 

Imf = {(x',y')/3x,y,z-x' = 2x + y et y 1 = y - z} 

= {(a/, y')/y = y' P z et x = \{x' - y' — z)} 

Posons z = 0 done y = y' et x = \{x' — y'). D'ou \/{x' ,y') G M 2 3(|(x' — 
y'),y',0) G M 3 ; /(( ^(x' — 0)) = (x',y') done f est surjective, et par- 

suite Imf = M 2 . 
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Proposition 4.2.4. : Soit f G C(E, E 0 et { v i}i<i<n une famille de vecteurs 

de E. 

1) Si f est injective et la famille {^}i<*< n est libre dans E, alors la famille 
{f ( v i)}i<i<n est Hbre dans E 

2) Si f est surjective et la famille {fi}i<j< n est generatrice de E, alors la 
famille {/(^;)}i<i<n est generatrice de E\ 

En particulier si f est bijective, I’image d’une base de E est une base de 

E\ 


Preuve : 1) Comme / est line application lineaire injective, alors on a : 


^2 = 0 


=A f(22 X ivf) =0 ( / application lineaire ) 

i = 1 

i=n 

=> *22 XiVi = 0 
i=i 

=> X i = 0 Mi = 1, n {Vi}i<i< n libre 

i=n 

2) Mx G E, 3X i G K ; x = ^2 A^. 

i= 1 

i=n i=n 

Soit ig G E', 3x G E ; y = f(x) = f(^2 X i v D ( sur J ) d ’ oi ' 1 V = ^2 

i = 1 i = 1 

Theoreme 4.2.1. : Deux espaces vectoriels de dimension finie. sont iso- 
morphes, si et seulement si, Us ont meme dimension. 


Preuve : =4>) / : E — > E' isomorphisme, d’apres la proposition precedente 
1’ image d’une base de E est une base de E’, done E et E’ ont meme dimension. 

<=) Supposons dimE = dimE' , soit {ei, e n } une base de E et {e^, e' n } 
line base de E’. Considerons l’application 
/ : E — > E' 



i=n i=n i=n 

Pour x = ^2X i&i, on pose f(x) = /(^~^ A jef) = A on verifie quo 

i — 1 i—1 i = 1 

/ est lineaire bijective. 


Corollaire 4.2.1. : E espace vectoriel de dimension finie sur K. 
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E est isomorphe a K 71 <t=t> dirriKE = n. 

Theoreme 4.2.2. ( Theoreme de la dimension ) : Soient E et E' deux es- 
paces vectoriels de dimension finie et f £ C(E,U), alors dimE = dim(Kerf)+ 
dim(Imf). 

Preuve : Supposons dimE = n, dim(Kerf) = r ct montrons quo 
dim(Imf) = n — r. 

Soit {w i, ...,w r } une base de Kerf , completions la pour obtcnir unc base 
de E en roccurrencc {w\, w r , V\, v n - r }. 

Montrons quo B = {f(v i), f(v n - r )} est une base de Imf . 

1) B engendre Imf , en effet : 

r n—r n—r 

f(x) = f(^2 am + ^2 x Ki) = kf(vi)- 

i— 1 i= 1 

0 

n—r 

fi^^XiVi) =0 (/ application lineaire) 

i=l 
n—r 

£ e k er f 

i=l 

n—r r 

T. ^ cqui; 

i=l i=l 

n—r r 

^ - £ am = 0 

<=i i=i 

A* = 0,2 = 1 , n — r; = 0, i = 0, r 

Corollaire 4.2.2. : £W / £ C(E,E’), E et E ’ e£a?ri deux espaces vectoriels 
de meme dimension finie, alors les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1) f est injective. 

2) f est surjective. 

3) f est bijective. 


i = 1 

b) B est librc : 

n—r 

yyAjo^ = 

i=l 



2 )- 


Preuve : dimE = dim(Kerf) + dim(Imf). II suffit de montrcr 1) 
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/ injective -4=^ Kerf = {0} <4=4> dimE = dim(Imf) -4==> dimE' = 
dim(Imf) -4=> E ; = Imf / est surjective. 

Remarque 4.2.1. : 1) Ce resultat est faux en dimension infi,nie. 

En effet : 

D : R[A’] — » R[A’] est surjective, non injective. 

P i — > DP = P' 

2) Une application lineaire f est parfaitement definie si on connait Image 

n 

des vecteurs d’une base, car d'apres la linearite de f on a f(x) = Xief) = 

i = 1 
n 

Xjf(ej), done si on connait f{e i),..., f(e n ), f est connue en tout x. 
i— 1 


4.3 Matrices Associees aux Applications Lineaires 

Soient E ct E’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension finic n et p 
respectivemcnt, ct / : E i — » E 7 une application lineaire. Choisissons 
{ei, ...,e n } une base de E et {e^, ...,ep} une base de E’. Les images par / 
des vecteurs {ei, ..., e n } se decomposent sur la base je^, e^j : 

f{e i) = ane^P a 2 ie' 2 + ... P a p ie' p 
f(e 2 ) = ai 2 e[ + a 22 P 2 + ... + a p2 e' p 


fip-n) — a ln e [ + a 2n e 2 + ••• + a pn e ’ p 

Definition 4.3.1. : On appelle matrice de f dans les bases {ei,...,e n } et 
jei, e p j, la matrice notee par M(f) eue > appartenant, a JOi pn [K) dont, 
les colonnes sont, les composantes des vecteurs /(ei), f(e n ) dans la base 

{ei , Cp} • 

/(e 1 ) f{e 2 ) f(e n ) 
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an a 12 


M(f) etA = 


\ dpi ®p2 ttpn ) 

II est clair que la matrice associee a f depend du choix des bases de E et 


Exemple 4.3.1. . 

1 ) Soil E ■un espace vectoriel de dimension n et 
icIe • E — > E 




On considere une base {e*} de E. 

( 1 0 0 


M(idE) ei 


0 I 0 . ... 0 

.01 0 ... 0 


= I n matrice unite de A4 n (K) 


\0 0 . ... 0 1/ 

2) Soit E = M 2 et Pr\ : M 2 — ■» M 2 

(x,y) 1 — > (>,0) 

Considerons la base canonique {e\, 62 } de M 2 on a Pr i(e\) = e\, Pr\{e. 2 ) = 

0. 

3) Soit {ei,e 2 ,es} la base canonique de M 3 et {e^e^} la base canonique 
de M 2 . Considerons V application lineaire : 

f : M 3 — » M 2 

(x,y,z) 1 — » (x-y,z-y) 

° ) 

4) On considere la forme lineaire sur R n 

f : R n — » R 

{x\i ..., X n ) l > a\X\ + CL 2 X 2 + ... + CL n X n 
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En munissant W 1 et R de leurs bases canoniques respectives {e^} et {1} 
on obtient M(/) e . ; i = ^ a,\ a 2 ... a n ^ 

5) D : R 4 [X] — » R 3 [X] 

P 1 — > DP = P' 

( 0 1 0 0 0 \ 

0 0 2 0 0 


M(D) = 
et R 3 [A"] . 


0 0 0 3 0 
0 0 0 0 4 


par rapport aux bases canoniques de R 4 [X] 


Proposition 4.3.1. : Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K de di- 
mension n et p respectivement, {e^} et {e'} des bases de E et E’. Alors 
r application : 

M : C(E,g) — > M p<n (K) 
f . M(/)e„ e ; 

est un isomorphisme d'espaces vectoriels c'est, a dire : 

M(f + g) = M(/) + M(g), M{\f ) = A M(/) rA M est bijective, en 
particulier dimC(E : If) = np. 


Preuve : 


M(f + g) 


(/ + fl)(e 1) • • • (/ + S)(e») 


- 

. . . - 

- 

. . . - 

/(e 1) • 

• /(en) 

- • ■ 

. - \ 

V - • ■ 

• - / 


M(/)e„ e ; + M(g) e „ e ; 


s(ei) • 

■ • g(e n ) 

/- . 


V- • 



Dc meme 
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(A/)(ei) . . . (A/)(e„) 

/ - ... -\ 


M(A/W = 


= A M(/) eii( 


V 


- 


done M est lineaire. 

Soit / e KerM =A M(f) e .^ j = 0 =A /(ei) = /(e 2 ) = ... = f{e n ) = 0, 

i=n i=n 

done si x £ E x = A^e*, /(x) = A j/(e*) = 0, d’ou / = 0, done M est 


Z=1 

injective. 

Elle est aussi surjective, car si 

Gil Q'12 ••• \ 

«21 Cl2n 


i— 1 


A = 


G -Adp jn (K y 


\ ®pl ••• dpn ) 

On considere / en posant : 
/(e i) = a n ei + ... + a^ej, 


f (pri) — ®lnO + ... + Clpn&p- 

Pour £ G E ; x = X\e\ + ... + A n e n , on pose /(x) = Ai/(ei) + ... + A n /(e n ). 
On verific que / est lineaire ct Af(/) e . e ' = A. 


4.4 Matrice d’un Vecteur. Calcul de l’lmage d’un Vec- 
teur 

Definition 4.4.1. ; Soit E un espace vectoriel de dimension n, {e±, e 2 , e n } 

i=n 

une base de E et x = un vecteur de E. On appelle matrice de x dans 

1=1 

la base {e ? ;} : 

( x r \ 

\Xn J 


M(x) ei 
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Proposition 4.4.1. . So it f e C(E,g), { ei ,e 2 ,...,e n } et {ei, e' 2 , e' p j 
deux bases de E et E' respectivement, pour tout x G E, on a : 

M(f(x)) e , = M(f) ei ,M(x) ei . 


( d\\ ®12 ••• ®ln \ 

«21 CL2n 


Preuve : Soit = 


\ %>i 


dpn / 


d’ou f{ej) = J2 a kj e' k . 
On a 


k= l 


J—n 


J -n 


j=n p 


f( x ) = = E^fe) = E^'E a o4 

j= i j= i i=i fc=i 

p n p 

= E£ Xja kj ) e' k = Vke'k 
k= 1 j=l fc=l 


Vk 


done M(f(x)) e >. = 
D’autre part 

M(f) eue ,.M(x) ei = 

d’ou le resultat. 


^ 2/i ^ 

V Vp ) 


( kL\\ CL\2 ••• kL\ n ^ ^ ^ 

«21 «2?z 


/ 


V 


L pn 


\ x n ) 


ei a ij- x ’j 

j = i 


E 

i=i 


dpjXj 


Exemple 4.4.1. . 

/e plan rapporte a sa base canonique. Determiner I’image du vecteur 
x = (3,2) par rotation de centre 0 et d'angle 
On a 
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= M(f)M(x) 



4.5 Matrice de l’Inverse d’une Application 

Proposition 4.5.1. ; SoientE, E \ E v trois espaces vectoriels sur K, {ei, e n }, 
{e^, e' p j, {e'/, e"} dea bases de E, E' et E v respectivement. Si g £ 
C(E, Ef) tt f £ £(#, #')> a M (f°9)e i ,e f ' = M(f)e> jt e>'M(g) eite > j . 

Preuve : Soit x £ E arbitraire. En utilisant la proposition du paragraphe 
2, on a : 

M{fog)M{x ) = M(f(g(x))) = M{f)M(g{x )) = M (/) M (g) M (x) . Puisque 
x est arbitraire, M(fog) = M(f)M(g). 

Proposition 4.5.2. : / £ jC(E,E?) est bijective si et seulement si M(f) e . >e > 
est inversible. 

De plus M(f 

Preuve : / _1 o/ = id E , d’ou 

M(/- 1 o/) ei; e i = M(id E ) = / =* M(/- 1 )M(/) = / => M(r 1 ) = 
M(J)- 1 . 


4.6 Changement de Bases 


Definition 4.6.1. : On appelle matrice de passage de la base {e*} a la base 
{e'j du meme espace vectoriel E, la matrice P e ._> e / dont les colonnes sont 
les co rnposa.nl, es des vecteurs e[ dans la base {e^} : 

( Pll ■■■ Pin \ 


R 



: = M(id E )e^e r 

Pan / 
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Remarque 4.6.1. ; Une matrice de passage est toujours inversible et on a 
{Pe^e'X 1 = Pe'^ei- 

Proposition 4.6.1. ; Soientx G E, {e*} et |e'} deux bases de E, P = P e ._> e / 
et X = M{x) e . t X' = M(x) e ’, on a X' = P~ l X. 

Preuve : PX' = M (id^) ^, ei M (x ) e / = M{id^{x)) ei = M{pc) ei = X. 


Exemple 4.6.1. . 

Soit, M 2 muni de deux bases, la base canonique {ei,e 2 } et la base {e^e^} 


definie par : 

e'i = 2ei + e2, = 3ei 3“ ^ e 2 

Soit x = 2ei + 3e2, calculous les composantes de x dans la base {e^, e 2 }. 



x = — 5e^ + 4e' 2 . 


Proposition 4.6.2. ; Soient f G C(E,Ef), {ei,...,e n } ; {si, e n } deux 
bases de E et je^, e^}, {e:^, e' p ) deux bases de E\ 

Notons A = A' = d/(/),..,. P = P^, Q = P^. 

On a alors A' = Q~ l AP. 


Preuve 



E ( e d - 

/ 

— > 

E (0 

id-E | 


1 

E fe) " 

f 

— > 

X) 

On a foid-E 

= idE' ( 


M(f) £i ,M(id E ) ei , £i = M(id w ) M M(f) t 


c’est a dire A' P 1 = Q X A done A' = Q l AP. 


Corollaire 4.6.1. : Soient f G C(E) et {ei, ..., e n }, deux bases 

de E. 

Notons A = X = M{f) e[ et P = P e ^. 

On a alors A' = P~ l AP. 
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Definition 4.6.2. ; Deux matrices A, A' G A i n ( K ) sont dites semblables 
s’il existe une matrice P G A4 n (K) inversible telle que : 

A' = P~ l AP. 


Exemple 4.6.2. . 

Soil f un endomorphisme de M 2 qui dans la base c anon i que, {e*} est, re- 

( 3 _ i 

presente par la matrice : A = M(/) e . = I ^ 

Determinons la matrice A' qui represente f dans la base e[ = (0, —1) et 



4.7 Rang d’une Matrice 

Definition 4.7.1. ; Soil {v\, ... ,v n } une famille de vecteurs, on appelle rang 
de la famille, la dimension de Vespace engendre par les vecteurs V{. 

Soit A' G A4 PjTI (K), A = (ci, ...,c n ) ou Von a note C{ les vecteurs colonnes 
de A (ci G KP). On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs 
colonnes de A. 

Proposition 4.7.1. ; Soit f G £(E,E’). Soient, {ei,...,e n } et e' p ^ 

deux bases quelconques de E et E’ respectivement et A = M(/) e . e ' = (a^-). 
On a alors rangf = rang A. 

Ainsi deux matrices qui represented la in erne application lineaire dans des 
bases differentes ont meme rang ; en particulier deux matrices semblables ont 
meme rang. 

Preuve : On considere lc diagramme suivant : 
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K 


n 


h 


K p 


u j l v h = v l ofou 

E ( e d ' > E ’(e') 

u e tv sont definis en associant a chaque vecteur de la base canonique de K n 
( rcsp K p ) 

( resp e'j ) lc vecteur e* ( rcsp e'- ), alors l’application h a precisemcnt A 
coniine matrice dans les deux bases canoniques car h(£f) = v~ l ofou(£f) = 
v~ 1 of(ei) = v~ l a ij e 'j) = djjc'j- Done rang A = rangh et d’apres lc 

j 

lennne suivant, on deduit que rang A = rangf 


Lemme 4.7.1. ; Soient f £ £(E, F) et g £ £(G, E), alors 

1) Si g est surjective, alors rangf = rang(fog) . 

2) Si f est injective, alors rangg = rang(fog) . 

Preuve : 1) rangf = dimf( E) = dimf(g(G )) = dim(fog)( E) 

= rang (fog) 

2) Soit {vi} avec Vi = g(wf) unc base de Img , alors f(vf) = (fog)(wf). 
Coniine / est injective {f(vf)} est fibre et engendre Im(fog) car y £ Im(fog) 
3x] y = f(g(xf) = fj^^jVj) = ^aifjvi) done {f(v t )} est une base de 

Glmg 

Im(fog), d’ou rangg = rang(fog). 

On en deduit qu’en composant a gauche ou a droite par line application 
lineaire bijcctive, le rang nc change pas. 


4.8 Matrices Remarquables 

a) Matrice Diagonale (a^) £ M n (K) ; aij = 0 pour i f=- j. 

b) Matrice Triangulaire Supericurc (a^f) £ M n (K) ; a tJ = 0 pour i > j. 

c) Transposee d’une Matrice A = (a y -) £ At n , m (K) ; e’est f A = (ajf) £ 
■A4 m>n (K). Elle verifie \ t A) = A, l (A + B) = f A+ f B, t (\ A) = BA VM, B £ 

et A £ K! j c est a dire que 1 application : 

: M m ,n( K) > M n ,m( K) est un isomorphisme 

A i — » f A d’espaces vectoriels 

On a aussi \AB) = f B f A VA £ M n , p ( K) et VB £ M p>n ( K). 
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Definition 4.8.1. : A, B G Ai UiP (K) sont eqtiivalent.es s 'il exists P € 
Gl p (K ) etQ e Gl„(K ) telles que B = Q l AP. C’est en fait une relation 
cT equivalence sur A i lhP (K), notee 

Theoreme 4.8.1. : A, B G JA n ,p(K ) sont equivalentes si et seuleinent si 
rang A = rangB. 

Demontrons d’abord lc lernrne suivant : 




Preuve : <=) trivial. 

=>) A G Al nj p(K) definit line application lineaire 
4> : K^.) — > K” e /) . On munit K p et K n des bases canoniques (e,;) et 
(e') respectivement. 

Soit r le nombre dc vectcurs lineaircmcnt independants parmi les images 
des vecteurs de la base (e*) ; c.a.d Aei,...,Ae p , qu’on peut supposcr etre 
Aei,...,Ae r , les autres vecteurs Ae r+ i,...,Ae p peuvent s’exprimer en fonction 
de ces derniers : 

r 

Ae k = ^2 CkjAej pour k = r + 1, ...,p. 

3 = 1 

On definit line nouvelle base f\ , . . . , f p dans K. p ; comme suit 

1 e fc , pour k=l,...,r; 

r 

e k - ^2 ( kJ e J- P our k=r f l,...,p. 

On a alors Af k = 0 pour k = r + 1 , . . . , p. 

Posons alors Afj = tj pour j = 1, Les tj sont par hypothese lineai- 
rement independants. Completons les pour obtenir une base de K n , disons 
t r+ Considerons alors la matrice de V application lineaire 4> dans les 
nouvelles bases /i, ..., f p et t \, ..., t n , on a alors : 
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A et representcnt la memo application lineairc, ct sont done 

equivalentes. 

Preuve du theoreme : =>) trivial. 

<=) rang A = rangB = r entrainent A ~ J r , B ~ J r , d’ou A ~ B. 

Theoreme 4.8.2. : Soit A G M. np [K), alors rangA = rang 1 A e'est a dire 
que le rang d'une matrice ; est aussi le rang de la famille des vecteurs lignes. 

Preuve : rangA = r =4> A ~ J r =4> 3B G G7 P (K) et Q G G7 n (K), 
A = g-VrP => t A = t B l J r t Q~ 1 = (tB- 1 )- 1 t J r (tQ- 1 ) = ^p- 1 )- 1 j; 
('"Q -1 ) car f J r = J' d’ou A ~ J' => rang 1 A = r = rangA. 

Exemple 4.8.1. ; 

/ 1 2 0 -1 \ 

Determiner le rang de la matrice 2 6 —3 —3 

V 3 10 -6 -5 / 

On utilise les operations elementaires sur les lignes 

/ 1 2 0 -1 \ Li / 1 2 0 -1 \ Li 

rg 2 6—3—3 L 2 = rg 0 2 —3 —1 L 2 — 2Li 
V 3 10 -6 -5 / L 3 \ 0 4 -6 -2 / L 3 - 3Li 

/ 1 2 0 -1 \ Li 

= rg 0 2-3-1 L 2 - 2L 1 =2 

V 0 0 0 0 / L 3 + Li - 2L 2 

Car les deux vecteurs lignes sont lineairement independants. 

4.9 Application des Determinants a la Theorie du Rang 

4.9.1 Caracterisation des Bases 

Theoreme 4.9.1. . Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les vecteurs 

ui, v n de E forment une base de E si et seulement si det vi, • • • , v n i=- 

(e») 
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0 ou 


\ Vl , ■■■ ,v r 


1 ( 0 ) 


sanies des vecteurs V \ 


designe la matrice dont les colonnes sont les compo- 
, ...,u n dans la base [ef) de E. 


Preuve : II suffit de montrer quc {up ...,u n } est libre si et seulement si 


det 




(o) 


-f- 0 - 


k=n 


i = 1 

i=n k=n 


^2 OLiV{ = 0, posons Vi = alors on a 

i= 1 k = 1 

=n n n n 

^ ^ 0^2 ^ ^ki^k) 0 d OU ^ ^ (Xi&kiCh 0 ■ /* ^ ^ 0, ^ ^ ^i^2i 0? 

2=1 fc=l i,/c 

n 

^ ^ ^i^ni = 0 ^ 


2=1 


i=l 


2=1 


( an cl\2 ... ai n ^ 


' CKl 1 


/ o \ 

a 21 022 ... CL2n 


o 2 

= 

0 

y a n i a n 2 • • • &nn J 


y C^n J 


w 


(4.1) 


d’ou cq = 0 Vi = 1, 77- 


Si det 


v\, 


(o) 


= 0 


lc systeme homogene 


( 4.1) admct une infinite de solutions, d’ou {up ...,u n } est liee. 


4.9.2 Comment reconnaitre si une famille de vecteurs est libre 

On appclle mineur d’une matrice A, tout determinant d’une matrice carree 
cxtraite de A. 


Theoreme 4.9.2. : Soient {v \, ..., v r } r vecteurs dun espace vectoriel E de 
dimension n ( r < n ) et A = v\, ■ ■ ■ ,v r , 

( A e M n , r (K) ). 

La famille {y \, ..., v r } est libre si et seulement si on peut extraire de A un 
mineur d'ordre r non nul. 


Preuve : Similaire a cellc du theoreme precedent, en completant les vec- 
teurs afin de former une base de E. 
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4.9.3 Comment reconnaitre si un vecteur appartient a l’espace 
engendre par d’autres vecteurs 

Soit A une matrice et 5 un mineur d’ordre r extrait de A. On appelle 
bordant de 5 tout mineur d’ordre r+1 extrait dc A, dont 5 est un determinant 
extrait. 

Si A G A / [ p , n (K) et 5 un mineur d’ordre r, il ya exactemcnt ( p — r)(n — r ) 
bordants de 5 dans A. 


Theoreme 4.9.3. : Soient {iq, ...,v r } r vecteurs lineairement independants 
et 5 un mineur d’ordre r non nul extrait de A, ou A = v\, ■ ■ • , v r . 

Pour qu un vecteur w G (v \, ..., v r ) il faut et il suffit que tous les bordants 
de 6 dans la matrice B = v\ ,v r ,w soient nuls. 

Preuve : = 4 >) Si l’un des bordants est non nul, la famille {v±, ...,n r ,u;} 
scrait libre. 



Quitte a changer l’ordre des lignes et des colonnes, on peut supposer quo 
le mineur 6 non nul est lc mineur encadre. Les r premiers vecteurs lignes 
de B sont independants, et chacun des autres est lie a ces derniers. Ainsi 
rangB = r, done les vecteurs colonnes de B {v\ ,...,v r ,w} torment une 
famille de rang r et coniine {iq, ...,n r } est libre, w G (iq, ...,v r ). 


Exemple 4.9.1. : Pour quelles valeurs de a, (3 G R le vecteur w 



appartient-il au sous-espace de M 4 engendre par les vecteurs v\ 


et 
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1 0 a 

1 a 

Les bordants de 6 sont Ai = 012= = 1 — a et A 2 = 

1 0 1 

10a 

/3 2 

012= = (3 — 2. Done w G (^ 1 ,^ 2 ) e t settlement si a = 1 

0 1 [3 
et (3 = 2. 


4.9.4 Determination du rang 

Theoreme 4.9.4. ; Ao?2 A G JDl pn {K). Le rang de A est r si et seulement 
si on pent extraire de A un mineur 5 d'ordre r non nul et tons les bordants 
de 6 dans A sont nuls. 


Preuve : 



Soit 6 le mineur encadre. Les vccteurs {ui, ...,v r } sont alors independants 
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ct chaque vecteurs v s ( s > r + 1 ) apparticnt a l’espace (vi, v r ). Done les 
vecteurs colonnes engendrent un espace de dimension r, d’ou rang A = r. 

=>) Quittc a changer l’ordre des colonnes de A, on peut supposer que 
{iq, ..., u r } cst libre. On peut alors extraire de la matrice forrnee par les r 
premieres colonnes de A un rnineur 5 d’ordre r non nul. Quitte a changer la 
numerotation des coordonnees, on peut supposer que S soit lc rnineur forme 
par les r premieres colonnes de A. Or rang A = r, d’ou v s (E (vi,,..,v r ) pour 
s > r + 1 ; d’apres le theoreme 4.9.3 tous les bordants de 5 dans sont mils. 


Theoreme 4.9.5. : Le rang d'une matrice A est I’ordre maximal des mineurs 
non nuls extraits de A, c ’ est a dire : 

j 1) II existe un rnineur d'ordre r non nul 
1 2) Tous les mineurs d'ordre s > r sont nuls. 


rang A = r 


Preiive : = 4 >) S’il existait un rnineur d’ordre s > r non nul, on pourrait 
extraire des colonnes de A unc famille libre forrnee de s > r vecteurs, or 
ceci est impossible car les vecteurs colonnes de A engendrent un espace de 
dimension r. 

A=) Decoulc du theoreme 4.9.4. 



Chapitre 5 

Valeurs Propres et Vecteurs Propres 


E designera par la suite un espace vectoriel sur un corps K ( K = R, ou 
C ), de dimension finie n, Ad n (K) l’ensemble des matrices carrees d’ordre n 
ct / un endomorphisme de E. Unc base de etant choisie dans E, on utilisera 
la meme notation pour designer un vecteur x G E et ses composantes G K. 
La bijection / — » M(/) ou M(/) est la matrice de /, permct d’etendre les 
notions definies pour / a toute matrice de Ad n (K) et vice-versa. 

5.1 Valeurs Propres et vecteurs propres 

Soit A une matrice carree d’ordre n; A G A4 n (K), ( K = R, ou C ) ; on 
s’interesse a l’equation du type 


Ax = Xx (5.1) 

ou A G K et x G E. On constate que x = 0 est une solution triviale ; 
notrc but est de trouver celles qui sont non triviales ; de telles solutions sont 
appelees vecteurs propres de A. 

Definition 5.1.1. ; On appelle valeur propre de A, tout element A de K 
tel qu'il existe un vecteur i / 0 verifiant Ax = Xx. L’equation (5.1) est 
equivalent e a : 


(A-XI)x = 0 (5.2) 

On sait que (5.2) na pas de solution triviale si et seulement si det(A — 
XI) = 0 ou det designe le determinant. Si Von developpe le determinant, on 


50 



Chapitre 5 : Valeurs Propres et Vecteurs Propres 


51 


trouve un polynome de degre n en X, appele le polynome caracteristique de 
A et est note pa(X) ; c.a.d p^(A) = det{A — XI). 

Theoreme 5.1.1. : Les valeurs propres de A sont les racines du polynome 
caracteristique, et les vecteurs propres correspondants sont les solutions non 
triviales de 

(. A — XI) x = 0. 


Exemple 5.1.1. . 

Trouver les valeurs et vecteurs propres de la matrice : 



Le polynome caracteristique de A est : 


det(A — XI) 


1 - A 
4 


-2 

-8- A 


— A 2 + 7A, 


qui a pour racines 0 et —7, les valeurs propres sont done 0 et —7. Pour 
determiner les vecteurs propres correspondants, remplagons X par 0 et —7 
dans (5.2), on obtient : 


Pour A = 0, 


'1 

-2 


X\ 


"0" 

4 

-8 


X 2 


0 


c 'est a dire X\ 


2 x 2 , done 


X\ 

x 2 


x 2 


2 

1 


Pour X = —7, on a 


X\ 

x 2 


X\ 


1 

4 


Remarque 5.1.1. : On ut/ilisera les abreviat/ions v p pour valeur propre et V p 
pour vecteur propre. 


Theoreme 5.1.2. : 1) A tout vecteur propre i 7 ^ 0 e de A correspond une 
valeur propre X. 

2) A toute valeur propre X de A correspond un sous-espace vectoriel de E 
note E\ = {x G E/Ax = Ax} tel que E\ ^ {0#}, et A(E\) C E\ ( e'est a 
dire E\ est stable par A ). 

Preuve : 1) Soicnt Ai ct A 2 deux valeurs propres distinctes associecs a 
x, e’est a dire Ax = X\X et Ax = X 2 x d’ou X±x = X 2 x ce qui entrame 
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(Ai — \ 2 )x = 0, coniine Ai 7 ^ A 2 alors x = Oe- 
2) a) Ea 7 ^ 0 car aIOe = 0e = AOe c.a.d 0 e E Ea- 

b) 011,012 E K et X\,X2 E E entraincnt A{a\X\ + 012^2) = cxiA(x\) + 
012-4 (#2) = oi\\x\ + Q12A-T2 = X(a\Xi + 0(2X2)- Done Ea est un sous-espacc 
vectoriel de E. 

c) Ea 7^ {Oe} car A valeur propre entrame l’existence d’un x 7^ Oe tel que 
Ax = Xx c.a.d x E Ea- 

d) tI(Ea) C Ea car si x E Ea, Ax = Xx E Ea- 

Remarque 5.1.2. : E\ est appele le sous-espace propre associe a A. 

5.2 Proprietes des vecteurs propres et valeurs propres 

Theoreme 5.2.1. ; Si A E A4 n (K) et X E K, alors on a les equivalences 
suivantes : 

1) X est une valeur propre de A. 

2) (A — XI) nest, pas inversible. 

3) det(A — XI) = 0. 

Preuve : 1 ) =4> 2 ) A est une valeur propre de A entrame l’existence d’un 
x 7^ Oe tel que Ax = Xx c.a.d Ax — Xx = Oe d’ou (A — X I)x = Oe (*), ce 
qui entraine (A — XI) n’est pas inversible, car si (A — XI) est inversible, cn 
multipliant (*) par (A — A I)^ 1 on aurait x = Oe- 

2 ) = 4 > 3 ) Trivial. 

3 ) = 4 > 1 ) Voir Theoreme 5 . 1 . 1 . 

Remarque 5.2.1. : 0 est une valeur propre de A si et seulement, si A nest 
pas inversible. 

Proposition 5.2.1. ; 1) Si X\ et X 2 sont deux valeurs propres distinctes de 
A, alors E\ ± ft E\ 2 = {Oe}- 

2) Si Ai, X m sont des valeurs propres distinctes d'une matrice carree A 
et e 1 , ..., e m les vecteurs propres correspondants, alors le systeme {ei, ..., e m } 
est libre. 
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Preuve : 1) Soit x £ Ey 0 Ey , alors x £ Ey d’ou Ax = \\x et x £ Ey 
(Toil Ax = \ 2 X ; on a alors \\X = A 2 X c.a.d (Ai — M)x = 0, or Ai yf A 2 , done 
x = 0e- 

2) On precede par recurrence 

ape 1 + ••• + oi m e m = 0e (5.3) 

On applique A, on obtient aqAiei + ... + a m X m e m = 0e, on multiplic (5.3) 
par A m et en soustrayant on a : aq(A m — Ai)ei + ... + a TO _i(A TO — A m _i)e TO _i = 

0e- 

L’hypothese de recurence entraine cq = 0 pour i = 1 , m — 1, en rem- 
plagant dans (5.3) on obtient a m = 0. 

Corollaire 5.2.1. : 1 ) Soit, A £ A i n {K), alors A a au plus n valeurs propres 
distinctes deux a deux. 

2) Si Ai, A m sont des valeurs propres distinctes d'une matrice carree A. 
alors le sous-espace vectoriel est somme directe de E \ i: ..., E\ m . 

Preuve : 1) Si A adrnet m valeurs propres distinctes deux a deux avec 
m > n et ei, e m les vecteurs propres associes aux A;, la proposition (5.2.1) 
entraine {ei, ..., e m } libre, or m > n entraine {ei, ..., e m } lie ( car n = dimE 
), d’oii contradiction. 

2) On doit montrer que tout x £ E / \ 1 + ... + E^ m s’ecrit d’une maniere 
unique sous la forme x = X\ + ... + x m oil les Xi £ Ey. 

En effet, supposons que x = X\ + ... + x m = x[ + . . . + x' m avec x^x\ £ Ey , 
alors (xi—x[) + ■■■ + (x m — x' m ) = 0 oil les [xi—x'2) £ Ey. On a d’apres la pro- 
position (5.2.1) Xi = x\ pour i = l , m car sinon les {xy — x\ , ..., x- H — x[ \ 
forment 1111 systeme lie. 

5.3 Proprietes du polynome caracteristique 

Theoreme 5.3.1. : Le polynome caracteristique pa( A) de la matrice A est 
invariant lorsque Lon remplace A par une matrice semblable ( c.a.d p^(A) = 
Pb( A) pour B = P~ l AP et P inversible ). 
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Preuve : En effet B = P l AP entraine B — XI = P l AP — XI = 
P-\A - X I)P, d’ou p B (X ) = det(B - XI) = detP~ l det(A - X I)detP = 
detP^ 1 detPdet(A — XI) = det(P~ l P)det(A — XI) = det(A — XI) = pa{ A). 


Remarque 5.3.1. : 1 ) Si f est un endomorphisme de E et M(f) la matrice 
associee a f, lorsque E est muni d'une base, on peut definir le polyndme 
caracteristique de f par Pf(X) = PM(f)(X) et ce dernier ne depend pas de 
la base choisie puisque deux matrices associees a un endomorphisme sont 
semblables. 

2) Deux matrices semblables ont, les memes valeurs propres. 


Theoreme 5.3.2. : Soil f un endomorphisme de E etpf(pc) son polyndme 
caracteristique admettant dans K une racine multiple X d'ordre k, alors 1 < 
dirriKE\ < k. 


Preuve : Supposons dim^E\ = r. Alors Ea contient r vecteurs propres 
lineairement independants V\, v r , nous pouvons completer { Vi} de maniere 
a obtenir une base de E 
{vi, *..,v r ,wi, ..., u’. s }. 


Nous avons 


/O i) = 

Xvi 


fiy 2) = 

Xv 2 


/W = 

Xv r 


f(w i) = a n vi + .. 

.. + ai r v r + 6n w;i + .. 

• • + bi s w. 

fiyj 2) = + •• 

.. + CL 2 rV r + 621^1 + •' 

■ ■ + b 2 s w. 

f(w s ) = a s 1V1 + .. 

.. + a sr v r + bsiWi + .. 

.. + b ss w. 


La matrice de / dans la base ci-dessus est 
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M(f) = 



/ A 

0 . 

.. 0 

an 

021 • ■ 

• • a sl 


0 

A . 

.. 0 

«12 

«22 • 

■ ■ O s 2 


0 

0 . 

.. A 

oq r 

02r • 1 

. . a sr 


0 

0 . 

.. 0 

bn 

&21 • - 

■ ■ b s i 


0 

0 . 

.. 0 

bn 

&22 • 

• • b s 2 


u 

0 . 

.. 0 

bn 

&2s • ■ 

• • b ss 

= det(M (/) 

— xl ) 

= (A- 

- x) r det(B — 


) 


ct I s la matrice unite d’ordre s. Comme par hypothese p/(x ) = (A — x) k g(x) 
ou g(X) 7 ^ 0 , il s’ensuit que r < k. 


5.4 Diagonalisation 


Definition 5.4.1. Une matrice A G A4 n (K) est, appelee matrice diagonale 
si elle est de la forme : 


o il 


A = 


V o 


c ’ est a dire si a.ij = 0 pour i ^ j. 


0 \ 


On sait que les matrices diagonalcs sont simples du point de vuc calcula- 
toire et theorique. Par exemple, la solution de Ax = c, ou A est une matrice 
de A4 n (K) est generalcmcnt lassante lorsque n est grand, mais elle est tri- 
vialc si A est diagonale. De meme elcver une matrice a une puissance tres 
large (par exemple 4 100 ) est en general cncombrant par calcul direct, mais 
devient trivial si A est diagonale. Ainsi la diagonalisation d’unc matrice, c.a.d 
sa reduction a une forme diagonale, s’averera tres interessante. 


Definition 5.4.2. On dit qu'une matrice carree est diagonalisable s'il existe 
une matrice inversible P telle que P~ l AP soit diagonale , disons 

P~ l AP = D. 


Lorsque c’est le cas, on dit que P diagonalise A. 
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Theoreme 5.4.1. Soit A G A4 n (K), alors 

1) A est diagonalisable ssi A possede n vecteurs propres lineairement in- 
dependants. 

2) Si A possede n vecteurs propres lineairement independants pi, • • * , p n 
et P = (pi, • • • ,p n ), alors P~ l AP = D est diagonale, ou le j eme 
element diagonal de D est egal a la j eme valeur propre de A. 

=>) Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible 

P 11 P 12 ' ' ‘ Pin 
p _ P21 P22 ■ ■ ' P2n 

Pnl Pn2 ' ‘ ‘ Pnn 

telle quc 

d\ ■ ■ ■ 0 

P~ 1 AP = D= ; ! . (5.5) 

0 • • • d n _ 

Multiplions (5.5) par P, on obticnt 

Pll ' ' ' Pin ■ 0 d\P \ i • • • d n pin 

AP = ; ••• ; ; ••• ; = ; ••• ; 

Pnl ' ' ' Pnn 0 ' d n d> \ p n \ • • • d n p nn 

(5.6) 

AP = (dipi, • • • , d n pn) ou pj designe la j eme colonne de P , de meme 
AP = A(pi, ■ ■ ■ , Pn) = (Api, ■ ■ ■ , Ap n ) (5.7) 



En comparant (5.6) et (5.7), nous obtenons 

Api = dipi 
Apn — d n p n 


(5.8) 


P \ , • • • , p n sont non nuls, sinon P ne serait pas inversible. (5.8) prouve 
que les pi sont des vecteurs propres non nuls, et les di sont des valeurs 
propres. Lc rang de P doit etrc n, car P est inversible ; done les colonnes 
de P doivent etre lineairement independantes. Nous avons demontre 
aussi 2). 
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<=) Si A possede n vecteurs propres lineairement independants, disons 
pi , • • • ,p n: soit dij • • • , d n les valours propres respectives. Alors 

AP = (. Api , • • • , Ap n ) = (dipi, • • • , dnPn ) 

d\Pn ■ ■ ■ d n p\ n Pn ■ ■ ■ Pin d\ ■ 0 

: ... : = : ... : : : = PD 

dlPnl ' ' ' d n p nn _ _ Pnl ' ' ' Pnn _ 0 • d n 

(5.9) 

P est inversible car ses colonnes sont lineairement independantes, en 
multipliant (5.9) par P _1 , on obticnt P~ 1 AP = D. A est alors diago- 
nalisable. 



Remarque 5.4.1. Si A G A4 n (K) a n valeurs propres distinctes, alors A 
est diagonalisable (II suffi,t de combiner la proposition du paragraphe 1.2 et 
le theoreme 1.6). 

Definition 5.4.3. Soit p(x) un polynome a coefficients dans K , de degre n, 
on dit qu 'il est scinde s 11 s ’ ecrit, sous la forme d 'un produit, de n polynomes du 
premier degre a coefficients dans K, c'est a dire p(x) = a(x — a\) ■ ■ ■ (. x — a n ) 
ou a, ai, ■ ■ ■ , a n G K. 

Theoreme 5.4.2. ( Condition necessaire et suffisante de diagonalisation ) 
Soit A G M n (K), A est diagonalisable ssi : 

1) Pa es t scinde dans K\ 

2) Pour chaque racine \; de pa-, d'ordre ki, dim E\. = hi. 

=>) 

" Ai • • • 0 

P~ 1 AP = D= \ ••. ; 

0 • • • \ n _ 

Pa{x) = Pd{x) = (Ai — x) ■ ■ ■ (A n — x), les racines de Pa{%) sont les 
A i G K done 1) est verifiec. En faisant intervcnir l’ordre de multiplicite 
des A i, on pout ecrire 

m 

Pa{x) = (Ai — x) kl • • • (A m — x) km . On a ki = n. Commc A est 

i= 1 
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diagonalisablc, E = E\ 1 © • • • © E\ m , d’ou ( iimxE = n = dim E\ r 

i = 1 
m 

Si l’une des dimxE\. < hi, on aurait dim E\. < n. 

i = 1 

-<=) On a n = fcj + • • • + k m . 

m m 

2) entraine dim(E\ 1 © • • • (&E\ m ) = dim E\. = ki = n = dim E. 

i= 1 i = 1 

La reunion des bases des est line base de E formee de vecteurs 
propres, d’ou A est diagonalisablc. 

Corollaire 5.4.1. Si A £ A4 n (K ) possede n valeurs propres distinctes, alors 
A est diagonalisable. 

1) du theoreme 1.7 est verifiec. En outre 1 < dimE\ j < 1, done 2) est 
satisfaite et A est diagonalisable. 

Exemple 5.4.1. 1) Etudier la diagonalisation de la matrice 

'3 -2 O' 

A = -2 3 0 

0 0 5 _ 

Solution : 

Le polynome caracteristique de A est : 

3 — x —2 0 

Pa(x) = —2 3 — x 0 = (5 — x) 

0 0 5 -x 

= (5 — x)[(3 — x ) 2 — 4] = (5 — x) 2 {l — x) 

les valeurs propres sont 1 et 5. Les espaces propres sont E\ et E§. 

X\ 

E\ : x — X 2 est un vecteur propre de A correspondant, a A ssi x 

. X 3 _ 

nest pas une solution triviale de ( A — X I)x = 0 e’est a dire 

3 — A —2 0 x\ 0 

-2 3- A 0 x 2 = 0 ■ (5.10) 

0 0 5 — A x% 0 


3 — x —2 
—2 3 — x 
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Si A = 5, alors 


" -2 -2 O' 


X\ 


' 0 " 

-2 -2 0 


X2 

= 

0 

o 

o 

o 

1 


. X 3 _ 


_ 0 _ 


d'ou —2x\ — 2x2 = 0, c ’est a dire X 2 = —X\ done 


X\ 


1 


' 0 " 

x 2 

= X\ 

-1 

+ %3 

0 

. X 3 _ 


0 


_ 1 _ 



1 


' 0 " 

c ’ est a dire E§ est engendre par 

-1 

et 

0 


0 


_ 1 _ 


Si A = 1 (5.10) devient 


to 

1 

to 

o 

1 


X\ 


' 0 " 

-2 2 0 


X 2 

= 

0 

o 

o 

1 


. X 3 _ 


_ 0 _ 


On resout le systeme pour trouver x\ = X 2 et x% = 0, alors 


X\ 


" 1 " 

x 2 

= X\ 

1 

x 3 _ 


_ 0 _ 


done E\ est engendre par 


1 

1 

0 


On en deduit que A est diagonalisable, 



1 0 1" 


i — 

o 

o 

id 

P = 

-1 0 1 

II 

7 

QJ 

0 5 0 


0 1 0_ 


_ 0 0 i _ 


2) Considerons la matrice 


A = 


-3 2 
-2 1 


Pa(^) = (A + l) 2 ; A = —1 est la seule valeur propre de A; 


E - 1 : 


' -2 

2 " 


X\ 


' 0 " 

-2 

2 


x 2 


0 
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On resout le systeme pour en deduire que X \ = X2, c'est d dire E_ i est 

1 , 

. Comine dim^E^i = 1 < 2 , A nest pas diagonali- 


1 


engendre par 
sable. 

3) Soit f I'operateur lineaire defini par 


f : M 3 — > M 3 


X \ 


CO 

1 

to 

5-5 

to 

1 

X 2 


— 2xi + 3^2 

. X 3 . 


5x 3 


Trouver une base de M 3 par rapport a laquelle la matrice de f soit 
diagonale. 

Solution : Si B = {ei, 62 , 63 } est la base canonique de M 3 , alors 


/( e 1 ) = /( 

" 1 " 
0 

) = 

3 

-2 

> /( e 2 ) = /( 

' 0 " 
1 

) = 

" -2 " 

3 


0 


0 


0 


0 



" 1 " 


' 0 " 

/( e s) = /( 

0 

) = 

0 


_ 0 _ 


_ 5 _ 


On en deduit que M(/) = 


3-2 0 
-2 3 0 

0 0 5 


par rapport a la base B. Nous 


voulons trouver une nouvelle base B ’ = {u^, u 2) v! ?j } de telle sorte que 
la matrice A' de f relative a B' soit diagonale. Si nous designons par 
P la matrice de passage de la base canonique B a la base inconnue B , 
on a X = P~ l AP ; c'est a dire P diagonalise M(f). D'apres Vexemple 
1 ), nous obtenons 



1 0 1“ 


'5 0 o' 

P = 

-1 0 1 

et A = 

0 5 0 


0 1 0_ 


1 

O 

O 

1 
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Les colonnes de P sont 


— e\ — 


= e\ + e 2 


qui produisent la matrice diagonale A' de f. 



